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什么是 Coulomb 气体？

在物理学中，Coulomb 气体，也称为“单分量等离子体”，是在
静电力作用下相互作用的带电粒子的多体系统，它是统计力学中
非常常见的在微观上不同但在宏观上相同的系统，在数学物理的
文献中受到了广泛关注。
在本文中，我们将研究逆温度 β 下的 d 维 Coulomb 气体（其中
d ≥ 2），它由 Gibbs 测度所刻画：

dPN,β(XN) =
1

ZV
N,β

exp
(
−βN

2
d −1HN(XN)

)
dXN

其中 XN = (x1, . . . , xN) 是每一个分量在 Rd 中的 N 元组，
HN(XN) :=

∑
1≤i ̸=j≤N g(xi − xj) + N

∑N
i=1 V (xi) 是系统在状态

XN 中的能量，g 是 green 函数。
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为什么要引入新的运输方法？

其中的正规化常数称作配分函数，定义为

ZV
N,β :=

∫
(Rd )N

exp
(
−βN

2
d−1HN(XN)

)
dXN

给定定义在 Rd 上的函数 ξ，通常我们使用基于 [Joh98] 中的
Johansson 方法对震荡函数 Fluct(ξ) 进行控制，定义为

Fluct(ξ) :=
N∑

i=1

ξ(xi)− N
∫
ξdµθ(x) (1)

其中 θ = βN 2
d

该方法的核心在于计算 EPN,β

(
e−βtN

2
d
∑N

i=1 ξ(xi )

)
，简化到计算配

分函数比值
ZVt

N,β

ZV
N,β

（势场 Vt := V + tξ）
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为什么要引入运输方法？

而注意到

ZVt
N,β

ZV
N,β

= exp
(
−βN1+ 2

d (EVt
θ (µt

θ)− EV
θ (µθ))

) KN(µ
t
θ)

KN(µθ)

其中 µθ 与 µt
θ 分别是势场为 V 和 Vt 的 Coulomb 气体的热平衡

测度，而

EV (µ) :=

∫
Rd×Rd

g(x − y)dµ(x)dµ(y) +
∫
Rd

V (x)dµ(x)

我们发现如果使用这种方法，估计 KN(µt
θ)

KN(µθ)
这一项是复杂的。因

此引入了新的运输方法，即在 2018 年 T. Leblé 和 S.Serfaty 于
[LS17] 中使用的方法 — 用形式为 (Id + tψ)#µθ 的逼近 µ̃t

θ 来代
替 µt

θ（# 表示与概率测度的复合）。
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基本假设

定义算子：L = 1
cdµθ

∆

下面我们假设：ξ ∈ C4，supp ξ ⊂ Qℓ ⊂ Σ̂ ，Σ̂ 是在 supp µ∞ 中
的某个子集，ℓ 满足：|ξ|Ck ≤ Cℓ−k，∀k ≤ 4 的固定常数
记 V 是 Rd 上的实值函数，下面假设 V ∈ C7, 满足:
当 d ≥ 3 时: ∫

|x |≥1
exp

(
−θ
2

V (x)
)

dx <∞ (2)

V → +∞ 当 |x | → ∞ (3)
当 d = 2 时:∫
|x |≥1

e−
θ
2
(V (x)−log |x |) dx+

∫
|x |≥1

e−θ(V (x)−log |x |)|x | log2 |x | dx <∞

(4)
lim inf
|x |→∞

(V + g) = +∞ (5)
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二维情况

定理

记 θ = βN，设实数列 (τN) 满足：当 N → ∞ 时， τN

N
7
8
→ 0 和

τN → ∞，对任意固定的逆温度 β，有：
exp

(
−τ2ℓ4βv(ξ)

)
EPN,β

(
exp

(
τβℓ2(Fluct(ξ)− m(ξ))

))
= exp(O

(
τ4NN−4

)
)(N → ∞)

在 |τ | ≤ τN 上一致成立，其中

v(ξ) = 3

2c2

∫
R2

|∇ξ|2 + 1

2θ

∫
R2

µθ |L(ξ)|2 (6)

m(ξ) =
1

4

∫
R2

(
∆ξ

c2

)
logµθ (7)
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二维下的大偏差

因此，我们可以应用 [DZ09] 中的 Gärtner–Ellis 定理来获得高斯
震荡的大偏差原理：

推论
ℓ2β
τN

Fluct(ξ) 按 τ2N 的速度满足大偏差原则，其速率函数为

J(x) = x2

r(ξ)，其中

r(ξ) := ℓ4β
3

2c2

∫
R2

|∇ξ|2

RMK: 在 [LLW19] 中，作者使用更一般的 Fourier 级数方法给出
了一维情况下 β-cluster 的线性统计量的正态渐近速度，但其方
法的缺陷是无法导出像上面定理中的指数渐近估计。
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二维下的正态渐近速度

推论

设 ϕN 是 Fluct(ξ)− m(ξ) :=
∑N

i=1 ξ(xi)− N
∫
ξdµθ(x) 的特征函

数，而 ϕ 是正态分布 N(0, 3
c2β
∫
R2 |∇ξ|2) 的特征函数，则对 R 中

的任意一个紧致集 K，我们有：

sup
x∈K

|ϕN(x)− ϕ(x)| = O
(

N− 1
8 log

3
4 N
)

RMK：当维数 d > 2 时，此时若想要高斯震荡收敛到正态分布，
需要另一种极限的趋向方式，见 [Ser23] 中推论 2.4。
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高维情况：d > 2

定理

记 θ = βN 2
d，设数列 (τN) 满足：当 N → ∞ 时， τN

N
1
2+ 1

d
→ 0 和

τN

N
1
2− 1

d2
− 1

4d
→ ∞，则对任意固定的逆温度 β 有：

exp
(
−τ2ℓ4βv(ξ)

)
EPN,β

(
exp

(
τN 1

d −
1
2βℓ2(Fluct(ξ)− N1− 2

d m(ξ))
))

= exp(O
(
τNN

1
2
− 1

d2−
1
4d
)
)

在 |τ | ≤ τN 上一致成立，其中

v(ξ) = 3

2cd

∫
Rd

|∇ξ|2 + 1

2θ

∫
Rd
µθ |L(ξ)|2 (8)

m(ξ) =

(
1− 2

d

)∫
Rd

(
∆ξ

cd

)(
fd(βµ

1− 2
d

θ ) + βµ
1− 2

d
θ f ′d(βµ

1− 2
d

θ )

)
(9)
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高维情况下的大偏差

推论
ℓ2β
τN

(Fluct(ξ)− N1− 2
d m(ξ)) 按 τ2N 的速度满足大偏差原则，其速

率函数为 J(x) = x2

r(ξ)，其中

m(ξ) =

(
1− 2

d

)∫
Rd

(
∆ξ

cd

)(
fd(βµ

1− 2
d

θ ) + βµ
1− 2

d
θ f ′d(βµ

1− 2
d

θ )

)

r(ξ) := ℓ4β
3

2cd

∫
Rd

|∇ξ|2
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其他文献中的结果

定理 ( G. Lambert, M. Ledoux, C. Webb, 2019)
设 V : R → R 满足一定的正则性条件，如果 f ∈ Cκ+4

c (R)，γ1
满足一维正态分布，(λ1, . . . , λN) 满足一维 β − ensemble 的分布

XN(f ) :=

√
β

2Σ(f )

 N∑
j=1

f (λj)− N
∫

J
f (x)µV (dx)−

(
1

2
− 1

β

)
m(f )


(10)

其中 J = [−1, 1]，则我们有：

W2 (XN(f ), γ1) ≪f N−θ+ε

其中是 W2 是 Wasserstein-2 距离，θ = min
{

2κ−9
2κ+11 ,

2
3

}
。
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其他文献中的结果

定理 (F. Gao, J. Mu, 2022)
记 PV ;[b−,b+]

N,β 是区间 [b−, b+] 上一维 β − ensemble 的概率测度，
设正数列 (rN) 满足: 当 N → ∞ 时，rN → ∞ 和 rN/N → 0。
若函数 V 满足一定的条件时，则我们有：

exp{− t2
2

v(g)}EV
N,β

(
exp

{
t
(

MN(g)− N
∫

g(ξ)µV (dξ)− m(g)
)})

=exp
{

O
(

r3N
N

)}
(11)

在 t ∈ [−rN , rN ] 上一致的成立，其中 MN(g) :=
∑N

j=1 g (λj)，而

EV
N,β 是 PV ;[b−,b+]

N,β 的期望。
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简要思路

1. 运输函数选择：根据定义，µt
θ 是势场 Vt = V + tξ 的热平衡

测度，并且满足

g ∗ µt
θ + Vt +

1

θ
logµt

θ = Cθ,t (12)

对关于 t 变量进行线性化（一阶展开），注意热平衡测度 µθ 也满
足类似的等式，将两式相减，得知我们应该选择满足下列等式的
函数 ψ：

−g ∗ (div(ψµθ)) + ξ − 1

θµθ
div(ψµθ) = 0 (13)

我们可以解出：

ψ = − ∇h
cdµθ

其中 h 满足等式：
− ∆h

cdθµθ
+ h = ξ
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简要思路

2. 运输测度选择：由于 ψ 无法在 supp ξ 上局部化（见 [Ser23]），
并且很难得到一个精细的有界性估计，我们通过同时选择两种运
输测度来克服这个困难。
第一个是直接用 ψ 运输 µθ，即

µ̃t
θ := (Id + tψ)#µθ (14)

第二个是
νt
θ := µθ +

t
cd

∆ξ (15)

注意 νt
θ 是 µ̃t

θ 的一个很好的逼近（展开 µ̃t
θ）。

答辩人：杨润哲 数学与统计学院
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简要思路

3. 误差估计：我们可以将高斯震荡的拉普拉斯变换拆成四个部
分，注意到：

EPN,β

(
e−tβN

2
d
∑N

i=1 ξ(xi )

)
= e−βN1+N

2
d
(
EVt
θ (νt

θ)−EV
θ (µθ)

) KN(ν
t
θ)

KN(µ̃
t
θ)

KN(µ̃
t
θ)

KN(µθ)

EQN(νt
θ)

(
exp

(
−θ
∫
Rd εt d

(∑N
i=1 δxi − Nνt

θ

)))
(16)

其中 KN(µ) 是配分函数（QN(µ) 是他的伴随测度），定义为：

KN(µ) =

∫
(Rd )N

exp
(
−βN

2
d −1FN(XN , µ)

)
dµ⊗n(Xn) (17)

而
εt := g ∗ νt

θ + V + tξ + 1

θ
log νt

θ − Cθ (18)
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简要思路

我们可以用上式将被运输后的项和原项逼近后的误差分为四个部
分：∣∣∣logEPN,β

(
exp

(
−tβN

2
d Fluct(ξ)

))
− t2N1+ 2

d βv(ξ) + tNβm(ξ)
∣∣∣

≤
∑4

i=1 |Errori |
其中

v(ξ) = 3

2cd

∫
Rd

|∇ξ|2 + 1

2θ

∫
Rd
µθ |L(ξ)|2

m(ξ) =



1
4

∫
R2

(
∆ξ

c2

)
logµθ

当 d = 2(
1− 2

d
) ∫

Rd

(
∆ξ

cd

)(
fd(βµ

1− 2
d

θ ) + βµ
1− 2

d
θ f ′d(βµ

1− 2
d

θ )

)
当 d ≥ 3
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而四个部分的误差：
|Error1| = βN1+ 2

d |EVt
θ (νt

θ)− EV
θ (µθ)− t

∫
Rd ξdµθ − t2v(ξ)|

|Error2| =
∣∣∣logEQN(νt

θ)

(
exp

(
−θ
∫
Rd εt d

(∑N
i=1 δxi − Nνt

θ

)))∣∣∣
|Error3| = | log KN(µ̃t

θ)

KN(µθ)
+ tNβm(ξ)|

|Error4| = | log KN(νt
θ)

KN(µ̃t
θ)
|

下面我们可以用不同的引理来估计。
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简要思路

引理 (第一项误差)

EVt
θ (νt

θ)−EV
θ (µθ)− t

∫
Rd
ξdµθ = −t2v(ξ)+O

(
t3
θ

∫
Rd
µθ |L(ξ)|3

)

证明.
直接计算 EVt

θ (νt
θ)− EV

θ (µθ)，利用 µθ 满足等式：

g ∗ µθ + V +
1

θ
logµθ = Cθ

然后对得到等式中的 log 函数进行 Taylor 展开，最后利用 νt
θ 的

定义可以得到结果。
答辩人：杨润哲 数学与统计学院
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简要思路

接下来的引理来自 [Ser23] 中的引理 5.4。

引理 (第二项误差)

∣∣∣∣∣logEQN(νt
θ)

(
exp

(
−θ
∫
Rd
εt d

( N∑
i=1

δxi − Nνt
θ

)))∣∣∣∣∣
≤ C

√
χ(β)βN1+ 1

d ℓd |εt |C1 + CθNℓd |εt |2C1
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简要思路

引理 (第三项误差)
如果 d = 2, 我们有

log KN(µ̃
t
θ)

KN(µθ)
= tN β

4

∫
Rd

div(ψµθ) logµθ+O
(

tβχ(β)Nℓd
(

max
s∈[0,DN(ψ)]

Rs)DN(ψ)
−1

)
(19)

如果 d ≥ 3，我们有

log KN(µ̃
t
θ)

KN(µθ)
= tN

(
1− 2

d

)∫
Rd

div(ψµθ)
(

fd(βµ
1− 2

d
θ )+

βµ
1− 2

d
θ f ′d(βµ

1− 2
d

θ )+O
(
tβNℓd

(
maxs∈[0,DN(ψ)]Rs

)
DN(ψ)

−1
)
+o(1)
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简要思路

证明.
和 [Ser23] 中引理 7.2 思路一致。直接计算 log KN(µ̃t

θ)

KN(µθ)
再进行展

开，利用论文中的引理 2.3.4 与 2.3.5（局部法则）。

引理 (第四项误差)
如果 V ∈ C7, 则我们有

| log KN(ν
t
θ)− log KN(µ̃

t
θ)|

≤ Cβχ(β)Nℓd t2 ((|ξ|C1 + |ξ|C3) + |ξ|C1 |ξ|C3 + ℓ(|ξ|C1 |ξ|C2+
|ξ|C1 |ξ|C4 + |ξ|C2 |ξ|C2)

证明.
在 [Ser23] 中的式子 (7.6.2) 令 q=0 即得。
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简要思路

4.t 的选择：我们选择 t = −τN− 1
2
− 1

d ℓ2, 其中 |τ | ≤ τN，τN 的阶
数由不同的维数确定。这样取是为了保证在最后得到的高斯震荡
的 Laplace 估计

exp
(
−τ2ℓ4βv(ξ)

)
EPN,β

(
exp

(
τN

1
d −

1
2βℓ2{Fluct(ξ)− N1− 2

d m(ξ)}
))

中 Fluct(ξ) 前面的系数不会包含 N 的负次幂因而趋向无穷小，
同时又使 t 满足引理所需的条件。
5. 大偏差推论：运用 [DZ09] 中的定理 2.3.6 即可计算出速率函
数。
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